
❯♥✐✈❡rs✐té ❆❜❞❡❧♠❛❧❡❦ ➱ss❛❛❞✐
❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s

❆❧ ❍♦❝❡✐♠❛
❆P✶✿ ❆♥❛❧②s❡ ✷ ❆♥♥é❡✿ ✷✵✶✾✴✷✵✷✵

❚❉✿ ❙ér✐❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

sér✐❡s N◦✷

Pr♦❢❡ss❡✉r ❆✳ ▼❖❯❙❙❆■❉

P♦✉r ❧❛ sè❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ✭✷✸✲✷✹ ✴✵✸✴✷✵✷✵✮

❊①❡r❝✐❝❡ ✶
❊t✉❞✐❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ sèr✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣è♥èr❛❧ Un

• Un = n+1
n3−7

• Un = n+1
n2−7

• Un = sin( 1
n2 )

• Un
1

ln(n2+2

• Un = n

2n

• Un = (1 + 1
n
)n

2

• Un = 1
n.3n

• Un = 2√
n

• Un = n
2+1

n2

❙♦❧✉t✐♦♥
✶✮ ❙♦✐t Un = n+1

n3−7

❖♥ ♣♦s❡ Vn = 1
n2

❝♦♠♠❡
∑

n>0 Un ❡t
∑

n>0 Vn s♦♥t ❞❡✉① sèr✐❡s à t❡r♠❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ ❡t s✐ (Un)n>0 ❡t (Vn)n>0 s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s èq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
t❡❧ q✉❡

lim
n→+∞

Un

Vn

= 1

❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① sèr✐❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳
Vn ❈✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣è♥èr❛❧ ❞✬✉♥❡ sèr✐❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❛✈❡❝ α = 2 > 1 ❞♦♥❝

∑

n>0 Un ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

✷✮ ❙♦✐t Un = n+1
n2−7

❖♥ ♣♦s❡ Vn = 1
n

❝♦♠♠❡
∑

n>0 Un ❡t
∑

n>0 Vn s♦♥t ❞❡✉① sèr✐❡s à t❡r♠❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ ❡t s✐ (Un)n>0 ❡t (Vn)n>0 s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s èq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
t❡❧ q✉❡

lim
n→+∞

Un

Vn

= 1

❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① sèr✐❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳
Vn ❈✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣è♥èr❛❧ ❞✬✉♥❡ sèr✐❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ ❛✈❡❝ α = 1 ❞♦♥❝

∑

n>0 Un ❡st ❞✐✈❡r❣❡♥t❡✳

✸✮❙♦✐t Un = sin( 1
n2 )

❖♥ ♣♦s❡ Vn = 1
n2

❝♦♠♠❡
∑

n>0 Un ❡t
∑

n>0 Vn s♦♥t ❞❡✉① sèr✐❡s à t❡r♠❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ ❡t s✐ (Un)n>0 ❡t (Vn)n>0 s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s èq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
t❡❧ q✉❡

✶



lim
n→+∞

Un

Vn

= 1

❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① sèr✐❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳
Vn ❈✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣è♥èr❛❧ ❞✬✉♥❡ sèr✐❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❛✈❡❝ α = 2 > 1 ❞♦♥❝

∑

n>0 Un ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

✹✮ Un
1

ln(n2+2

Un ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t
P♦✉r t♦✉t n > 0
❖♥ ❛

ln(n2 + 2) = ln(n2(1 +
2

n2
)) = 2 ln(n) + ln((1 +

2

n2
) = 2 ln(n) +

2

n2
+ o(

1

n2
)

❞♦♥❝ n
1
2Un = n

1
2

1
2 ln(n)+ 2

n
2 +o( 1

n
2 )

→ +∞

❉✬❛♣rès ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ n
1
2Un → +∞ ❛✈❡❝ α < 1 ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ ❧❛ sèr✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣è♥èr❛❧ Un ❞✐✈❡r❣❡✳

✺✮s♦✐t Un = n

2n

❖♥ Un ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t
❆❧♦rs

Un+1

Un

=
n+1
2n+1

n

2n
=

1

2
× n+ 1

n
→ 1

2
< 1

❉✬❛♣rés ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❉✬❆❧❡♠❜❡rt ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ Un ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✻✮ ❙♦✐t Un = (1 + 1
n
)n

2

❖♥ ∀n ≥ 1 Un = (1 + 1
n
)n

2

> 1
❉♦♥❝ Un ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✳ ❆❧♦rs ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ Un ❞✐✈❡r❣❡

✼✮ ❙♦✐t Un = 1
n.3n

❖♥ ❛ ∀n ≥ 1 1
n.3n < ( 13 )

❆❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ Vn = ( 13 ) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rés ❈r✐t➹☎r❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡
❣é♥ér❛❧ Un ❞✐✈❡r❣❡

✽✮❙♦✐t Un = 2√
n

❖♥ ❛
∀n ≥ 1 Un =

2√
n
=

2

n
1
2

✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ ❛✈❡❝ α = 1
2 < 1

✾✮ Un = n
2+1

n2

❖♥ ❛
lim

n→+∞
Un = 1 6= 0

❞♦♥❝ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ Un ❞✐✈❡r❣❡

❊①❡r❝✐❝❡ ✷
❊t✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r✿

U2n = (
2

3
)n et U2n+1 = 2(

2

3
)n

♣❛r ❧❛ ré❣❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡t ♣❛r ❧❛ ré❣❧❡ ❞❡ ❧✬❆❧❡♠❜❡rt✳

❙♦❧✉t✐♦♥
❙♦✐t U2n = ( 23 )

n et U2n+1 = 2( 23 )
n

✯✮♣❛r ❧❛ ré❣❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②
❖♥ ❛

2n
√

U2n =

√

2

3

✷



❡t
2n+1

√

U2n+1 = (
2

3
)

n

2n+1 × 2
1

2n+1 = exp[
n

2n+ 1
ln(

2

3
) +

ln(2)

2n+ 1
]

▲❡s s✉✐t❡s 2n
√
U2n ❡t 2n+1

√

U2n+1 ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ r❛♥❣ ♣❛✐r ❡t ❞❡ r❛♥❣ ✐♠♣❛✐r ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ( n

√
Un) ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ✈❡rs
√

2
3 ✳❆❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡( n

√
Un) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ss✐ ✈❡rs

√

2
3 < 1✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② q✉❡

❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ un ❝♦♥✈❡r❣❡✳
✯✮P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt

U2n+1

U2n
= 2 et

U2n

U2n−1
=

1

3

▲❡s s✉✐t❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ r❛♥❣ ♣❛✐r ❡t ❞❡ r❛♥❣ ✐♠♣❛✐r ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (un+1/un) ♦♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊❧❧❡
♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸
❙♦✐t Un > 0 ❖♥ ♣♦s❡

Vn =
Un

1 + Un

et Wn =
Un

1 + U2
n

❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s sér✐❡s ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛✉① un ❡t vn s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳
❜✮ ❈♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❣é♥ér❛✉① un ❡t Wn

❙♦❧✉t✐♦♥
❙♦✐t Un > 0 ❖♥ ♣♦s❡

Vn =
Un

1 + Un

et Wn =
Un

1 + U2
n

❛✮ ▲❡s sér✐❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤➹ ❝©♦rè♠❡ s✉r ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
❙✐ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ un ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ (un) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ③ér♦✱ ❡t (1 + un) ✈❡rs 1✱ ❞♦♥❝

lim
n→+∞

Vn

Un

= 1

▲❡s sér✐❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ vn ❝♦♥✈❡r❣❡✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t s✐ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ vn ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ (vn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ③ér♦✳ ▼❛✐s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

Un =
Vn

1− Vn

❡t ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ Un ∼ Vn✳ ▲❡s sér✐❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ un ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❜✮ ❖♥ ❛ 0 ≤ Wn ≤ Un✱ ❞♦♥❝ s✐ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡
❣é♥ér❛❧ wn✳ ▼❛✐s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ un t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❛

Wn ∼ 1

Un

■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ un = n2✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✇♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♠❛✐s ♣❛s ❝❡❧❧❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ un✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✹
❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❧❛ s✉✐t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✿

Un =
1

2
(Un−1 + Un−2) n ≥ 2

U0 ❡t U1 s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s ❞♦♥♥és
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ Vn = Un+1 +Un ✱♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Un)n ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❧✐♠✐t❡✳

✸


